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Premessa

La raccolta di appunti che segue, peraltro incompleta e in continua rielaborazione, è rivolta agli studenti delle 5e classi degli Istituti Professionali.

Questo strumento didattico non ha la presunzione di voler sostituire il libro di testo in adozione, ma vuol essere un sussidio di semplice comprensione e consultazione.

Per un maggiore approfondimento si rimanda, quindi, alla consultazione del libro di testo o ad altri testi specifici in materia.










Prof. Letterio Guglielmo.
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V.
Derivate delle funzioni di una variabile

V.1
Concetto di derivata di una funzione
Sia y=f(x) una funzione definita in un intervallo [a,b] e indichiamo con x0 un punto interno a questo intervallo. Se da x0 si passa ad un altro punto qualunque x0+h, dell’intervallo [a,b], si dice che si è dato alla variabile x l’incremento (positivo o negativo) h.

La differenza f(x0+h)-f(x0), tra i valori che la funzione assume quando la variabile x passa dal valore x0 al valore x0+h, si chiama incremento della funzione e può avere valore positivo, negativo o nullo [Fig. 1].

Il rapporto:
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si chiama rapporto incrementale della funzione f(x) relativo al punto x0 e all’incremento h. Questo rapporto una volta fissato x0, varia al variare di h, cioè esso è una funzione della variabile h definita per ogni valore di h diverso da 0, purchè, s’intende, il punto x0+h non esca dall’intervallo [a,b], in cui è definita la f(x).
Si dà a questo punto la seguente definizione:

Si chiama derivata della funzione f(x) nel punto x0 il limite, se esiste ed è finito, del rapporto incrementale al tendere a zero dell’incremento h.
La derivata si indica generalmente con le seguenti notazioni:

f’(x0)

o

y’(x0)

ed è quindi definita dalla relazione:
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V.3
Un esempio di calcolo della derivata di una funzione

Calcoliamo nel punto x=3 la derivata della funzione f(x) = x2 - x.

Si procede prima al calcolo del rapporto incrementale:
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Si calcola successivamente il limite del rapporto incrementale per h(0:




Si conclude affermando che la funzione è derivabile per x=3 e la derivata in tale punto vale 5.

N.B.: Si può calcolare il rapporto incrementale relativamente a un generico valore della x (e non già determinato come nel caso considerato in cui ad esempio x=3) che verrà indicato ancora con x, per poi passare al limite per h(0.

V.4
Derivate di alcune funzioni elementari

Tenendo conto di quanto affermato alla fine del precedente paragrafo, proviamo a calcolare la derivata di alcune funzioni elementari.

Indicheremo con x (invece che con x0) il punto iniziale e con x+h quello variato (cioè incrementato di h).

1. La derivata di una costante, y=K, vale zero, cioè:

(k = 0
Infatti è:
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2. La derivata della funzione y=x vale 1, cioè:


(x = 1
Infatti:
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3. La derivata della funzione y=x2 vale 2x, cioè: 

(x2 = 2x
Infatti:
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4. La derivata del prodotto di una costante k per una funzione y=f(x) è uguale alla costante per la derivata della funzione, cioè:
(k(f(x) = k((f(x)
Infatti:


[image: image5.wmf]).

(

)

(

)

(

lim

)]

(

)

(

[

lim

)

(

)

(

lim

'

0

0

0

x

f

k

h

x

f

h

x

f

k

h

x

f

h

x

f

k

h

x

f

k

h

x

f

k

y

h

h

h

D

×

=

-

+

×

=

-

+

×

=

×

-

+

×

=

®

®

®


V.5
Derivate di una somma, di un prodotto e di un quoziente

Per la derivata di una funzione somma di più funzioni derivabili vale il seguente teorema:

La derivata della somma di due (o più) funzioni derivabili, esiste ed è uguale alla somma delle derivate delle singole funzioni.

Se è:

y = f + g

con f e g funzioni derivabili in x, sarà per il teorema enunciato:

y’ = f’ + g’.

Per la derivata di una funzione prodotto di due funzioni derivabili vale, invece, il seguente teorema:

La derivata del prodotto di due funzioni derivabili, esiste ed è uguale al prodotto della derivata del primo fattore per il secondo, più il prodotto del primo fattore per la derivata del secondo.

Se è:

y = f(g

con f e g funzioni derivabili in x, sarà per il teorema enunciato:

y’ = f’(g + f(g’.

Per la derivata di una funzione quoziente di due funzioni derivabili vale, infine, il seguente teorema:

La derivata del quoziente di due funzioni derivabili, esiste ed è uguale a una frazione avente al denominatore il quadrato del denominatore e al numeratore la differenza tra il prodotto del denominatore per la derivata del numeratore e il prodotto del numeratore per la derivata del denominatore.

Se è:

      f

y = ---

      g

con f e g funzioni derivabili in x, sarà per il teorema enunciato:

       f’(g - f(g’

y’= --------------

       g2
V.6
Tabella delle formule e regole di derivazione

Per semplificare il calcolo della derivata di una funzione, è stata predisposta una tabella di facile consultazione. Si riporta a sinistra la funzione y=f(x) e, a destra, la derivata y’=f’(x) in un generico punto, dove la funzione è derivabile:

Tabella  derivate funzioni più usate

	Funzione
	   Derivata

	y = costante
	y' = 0

	y = x
	y' = 1

	y = xn
	y' = n xn-1

	y = 
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	y' = 
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	y = senx
	y' = cosx

	y = cosx
	y' = - senx

	y = tangx
	y' = 1/cos2x    oppure y' = 1 + tang2x 

	y = ex
	y' = ex

	y = ax
	y' = ax log a

	y = ln x
	y' = 1/x

	y = loga x
	y' = 1 / (x*ln a) = (loga e) / x 


[image: image8.png]



V.8
Applicazioni delle Derivate

1) Equazione della tangente a una curva in un punto:

Consideriamo una curva generica y=f(x). La retta tangente alla curva in un punto P0 di ascissa x0 ha come coefficiente angolare m la derivata della funzione calcolata nello stesso punto di ascissa x0, ossia f’(x0) [significato geometrico della derivata] [Fig. 2].

Quindi possiamo scrivere:
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L’equazione della tangente a una curva y=f(x) in un punto P0(x0,y0), è data dalla formula [ottenuta sostituendo al posto di m, f’(x0)]:
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IV.9
Esercizi proposti
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Figura 1





Figura 2








“Il matematico non può sfuggire all’ansia di mostrare come la sua disciplina sia una vera arte, con una sua intrinseca bellezza”.





MICHELE EMMER, La Perfezione visibile, 1991.
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